Exercices d’application — Suites numériques

Exercices d’application

Exercice 1

Soit (uy) la suite numeérique définie par :

ngl
(Vn € N) 5 upyq = 3u, — 1

1
On pose pour tout n de N : a,, = u, — 3

1. Montrer que (a,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier
terme.

2. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 2
Soit (vy,) la suite numérique définie par :
1

U0:§

A, + 1
(Vn eN); vy = — Y

4v,

1
1. Montrer que : (Yn € N); v, # —3

2
20, +1°

2. On pose pour tout n de N : b, =

a) Montrer que (b,) est une suite arithmétique, dont on déterminera la raison et le
premier terme.

b) En déduire 'expression de v,, en fonction de n.

Exercice 3
2u, + 1

Uy, + 2

Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = 0 et u,11 = pour tout n de N.

1. a) Montrer que : (VvneN) 0<u, < 1.

b) Etudier la monotonie de la suite (u,,).



Uy — 1
U, + 1

2. Pour tout n de N, on pose : v, =

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique, puis exprimer v, en fonction de n.

b) En déduire wu,, en fonction de n.

Exercice 4

On considére les suites (uy,) et (v,) définies par :
w=1;v=0 et (VneN"); w1 =2v, et v,11 = Uy + v,

1. Pour tout n de N*, on pose : d,, = u,, — v,.
Calculer d,, 1 en fonction de d,,, en déduire d, en fonction de n.

2. Montrer que (Vn € N*) w10 = tpi1 + 2uy,.
3. Pour tout n de N*, on pose =, = up11 + up et Y, = Upi1 — 2uy,.
a) Montrer que (x,) et (y,) sont deux suites géométriques, puis exprimer w,, en fonction

de n.

b) Exprimer v, en fonction de n.

Exercice 5

Soit (u,) la suite numérique définie par son premier terme u, et par la relation de récurrence
suivante : (VYn € N*); (n+2)upp1 = nu, +1—n  (E).

1. a) Calculer uy et uz en fonction de ;.
b) On pose a,, = an + b pour tout n de N* ot a et b sont deux réels.
Déterminer a et b sachant que la suite («,), vérifie la relation (E).
2. Soit (z,) la suite numérique définie par : z,, = u, — «, pour tout n de N*, avec u; = 1
avec (a,,) verifiant (ay,).

n

n+2
b) Exprimer x,, puis u, en fonction de n.

a) Montrer que x, 1 = x,, pour tout n de N*,

n n
c¢) Calculer les sommes : S, = Z xp et T, = Z uy, en fonction de n.
k=1 k=1

Exercice 6

1. On consideére la suite numeérique (v,) telle que :

n

(VnGN*);vn:Z

p=1

1
plp+1)(p+2)

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que :

1
(Vp e N); =

a+b+c
pp+1)(p+2) p p+1 p+2

2



1 1 1
, puis calculer lim wv,.

1
b) Mont : (V N*): v, = - —
) Montrer que : (¥n € N') 5 v 4+2n+2 n+1+2n+4 n—+oo

2. On considére la suite numérique (w,) définie par :

1 1 1 1
(VneN*);wn:—(lJr + +---+—)
n+1 1+v2 V2+43 Vn—1++/n

a) Déterminer w,, en fonction de n. Remarquer :

1
GeTrop VPTvRTlL

b) Calculer lim w,.
n—-+o0o

Exercice 7
Déterminer dans chacun des cas suivant, lim wu, :
n—-+00
cosn
1. u, =
n
(="
2. u, =
n

4. un:n_(_l)
n+ (—1)»
_ 1 - k‘2
5 %—;Z
k=1

Exercice 8

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Etudier la convergence de la suite (u,,).

Exercice 9

Soit (u,) une suite d’entiers naturels telle que (u,) est strictement croissante.

1. Montrer que : (Vn € N); u, > n.

2. Calculer lim w,.
n—-+oo

Exercice 10



1 1 1
1. Montrons que : (Vz € RT) ; arctan| ———— | = arctan| — ] — arctan .
1+ z+ a2 x 1+a

ﬁ), et on considére la suite numérique
n+n

(S,) définie par : (Vn € N*); S, = Zuk
k=1

2. Pour tout n de N, on pose u,, = arctan<

a) Calculer lim w,.
n—+00

b) Déterminer S, en fonction de n, puis calculer lim S,,.
n—-+4o0o

Exercice 11
Soit (uy,) la suite numérique définie par :

U0::1

2u, + 3
(Vn € N) 5 Uy = Un F

Up, + 2

1. a) Montrons que la suite (u,,) est strictement croissante.
b) Montrer que : (Vn € N); u, < 2.

un“\/§
Uy + V3

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le
premier terme.

2. On pose : (VYneN); v, =

b) Exprimer u, en fonction de n.  ¢) Calculer liril Up-
n—-+oo

Exercice 12
n

On considére la suite numérique (u,),>; définie par : (Vn € N*) ; wu,, = on + 1

1. a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

b) Montrer que la suite (u,) est convergente.

)

)
2. a) Montrer que : (Vn € (N*\ {1})); 2" > C2.
b) En déduire que : (Vn € N*\ {1}); 1 <u, < 2 + 1.
)

n—1
¢) Calculer lim wu,.
n—+00
Exercice 13
Soit (u,) la suite numérique définie par :
1

Ug = 3 sup =1

1 1/ 1 1
(Vn € N); = —< + —)

Un 42 2 Un 41 Un,



1. Calculer uy et us.

2Uy,
2. Montrer par récurrence que : (Vn € N) ; w,1 = T
Up —
1
3. Montrer que : (Vn € N) ; 5 <u, <1.
1 4 . o
4. Pour tout n de N, on pose : v, = — — 3 montrer que (v,) est une suite géométrique,
un
puis exprimer v,, et u,, en fonction de n.
5. Calculer lim w,.
n—+o0o
Exercice 14

1 1
1. Montrer que : (Vx €]0,1]); vV1l—2z<1l— -z < :

2 1+
2. Soit (u,) la suite numérique définie que :

1
Ug = 5
(¥n € N¥) ot
n Uy = — — | Uy
) m 1

Ecrire u, en fonction de n.
3. Pour tout n de N, on pose : v, = u,/n + 1 et w, = u,/n.
a) Montrer que la suite (v,) est strictement décroissante et que :

1
2vn+1

b) Montrer que la suite (w,,) est strictement croissante et que :

(Vne N*); u, <

1
VYneN); — <u,
(vn ) an ="
¢) Etudier la convergence de la suite (u,,).
Exercice 15
Soit (u,) la suite numérique définie par :
412
Uy = ’ ?
3 1 + ui

(Vn € N); upqq = 3

1
1. a) Montrer que : (Vn € N); u, > ¢ =



b) En déduire que : (Vn € N) ; Dot 1,
Unp

¢) Montrer que la suite (u,) est convergente.

7 1
2. Pour tout n de N, on pose : v, = gui 3

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = 3

b) Exprimer u, en fonction de n, puis calculer lim wu,,.

n—-+oo
Exercice 16
1. Montrer que : (Vn € N); 2" > n.
2. On considére la suite numérique (z,) définie par :
) —~ 1
(Vn e N"); x, = =
k=1

Montrer que la suite (x,) est strictement croissante et majorée, puis en déduire qu’elle
est convergente.

3. On considére la suite (y,,) définie par :

* - 1
(VHGN)Syn:Z@
k=1

Montrer que la suite (y,) est majorée, et en déduire qu’elle est convergente.

Exercice 17

Soit (u,) la suite numérique définie par :

U[):l
ui+2‘

w2l neN

Unp+1 =
1. Montrer que : (Vn € N); 0 < u, < 2.
2. Etudier la monotonie de la suite (uy,).
3. a) Montrer que pour tout n de Non a: 2 —u, 4 < 5(2 — Up).
: 4\"
b) En déduire que : (Vn € N); 0 <2 —u, < (5) :

¢) En déduire que la suite (u,) est convergente, puis calculer : liIE U
n—-+0oo



Exercice 18
On a:
UO:4
2u? — 3
Un : neN
Uy + 2

Up4+1 =
1. Montrer que : (¥n € N) ; u, > 3.

2. Ftudier la monotonie de la suite (uy,).

3
3. a) Montrer que : U4 — 3 > é(un — 3) pour tout n de N.

b) En déduire que : (Vn € N) ; w, > (%) + 3.

c) Calculer : lim wu,,.
n—-+0o0o

Exercice 19

Soit (uy) la suite numeérique définie par :

U():l
Upi1 = U2 +u, (neN)

1. a) Montrer que la suite (u,) est croissante.

b) Montrer que : (Vn € N); u, > 2", et en déduire lim w,.

n—oo
n—1 1
2. On pose : v, = .
b v Z ug + 1
k=0
L. 1 1 1
a) Vérifier que : = — — pour tout k de N.
L+ur  up  Upgr

b) En déduire que la suite (v,) est convergente.

Exercice 20

Soit (uy,) la suite numérique définie par :

1. Montrer que la suite (u,) est convergente, puis calculer lim wu,,.
n—oo

n

2. Calculer de deux fagons la somme suivante — Z v ot (Vk € N*) 5 vy =
n

k=1

en déduire que : lim nu? = 1.
n—+o0o

1

2

Uy,

1 .
— ——, puis
k—1



Exercice 21

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Up >3\/§
2 1
(Vn € N) 5 upq1 = §(u” + u_ﬁ)

1. Montrer que : (Yn € N); u, > 0.

2. a) Montrer que :

2, + 3V/2

v N); upe1 —3V2 =
(ne )7u+1 \/_ ?)'U/T%

(un —3v2)* (1)

b) Montrer que : (Vn € N) ; u, > 3v/2.

¢) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
2
3. a) Montrer que : (Vn € N); w,q — 3V2 < §(Un —3v/2).

2 n
b) En déduire que : (¥n € N); u, — 3v/2 < (g) (1o — 3v/2).

c) Calculer : lim wu,,.
n—-+00

Exercice 22

2 1 "
Soit (un)n>o0 la suite définie par : ug = g et (Yne€N); upy = —i—2u )

1. Montrer que : (Yn € N); 0 <w, <1.

2. Btudier la monotonie de la suite (u,), en déduire qu’elle est convergente.

T . . :
3. Montrer par récurrence que : (¥n € N) ; u, = cos(—), puis déterminer lim wu,,.
on+2 n——+00

Exercice 23

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) =

On considére la suite numérique (u,,) définie par :

{UO =1
(\V/n S N) ; Uny1 = f(UN)

—_

. Montrer que f est strictement croissante sur I'intervalle [ = [O; \3/5] et que f(I) = 1.
2. Montrer que : (Vn € N); 1 < u, < /3.
3. Montrer que la suite (u,,) est strictement croissante.

4. En déduire que la suite (u,,) est convergente, et calculer sa limite.



Exercice 24
Soit a un élément de l'intervalle ]0; 1].
Soit (u,) la suite numérique définie par :
U, +
U, + 1

up € [0;v/a] et (Vne€N); uppq =

1. a) Montrer que : (Vn e N); 0 <u, < /a.
b) Montrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.
"
2. Soit (v,) la suite numérique définie par : (Vn € N) ; v, = k—’:

k=0

a) Soit k un élément de N, tel que : k > 2.
Veérifier que : k! > 2871 en déduire que : (Vn € N) ; v, < 3 /a.

b) En déduire que la suite (v,) est convergente.

Exercice 25
On considére la suite numérique (x,,) définie par :

1
ZL’():é

(VneN); xp1 =2, +1—/1+22
1. Montrer que (Vn e N); 0 <z, < 1.

2. Montrer que la suite (x,) est décroissante.

3. Déduire que la suite (z,,) est convergente et calculer la limite.
(On peut considérer la fonction : f: 2 +— o+ 1 — 1+ 22)

Exercice 26
On considére la suite définie par :

U1:2
7
Uy + 6

(VTL € N*) ; Up+1 =

On pose pour tout n € N* @ x,, = ug, et y, = Ugpi1-
On admet que : Vn € N*; u, > 0.

1. Exprimer z,; en fonction de x,, puis y,.1 en fonction de y,.
2. a) Montrer que : (Vn € N*); x, <1 < y,.

b) Montrer que (z,),>1 est croissante et que (y,),>1 est décroissante.

1
3. Montrer que : (Vn € N*\ {1}); |1 —u,| < =

4. En déduire que les suites (x,,)n>1 €t (yn)n>1 sont adjacentes.

9



Exercice 27

On considére la suite (s,),>1 définie par : (Vn € N*); s, = —.

1. a) Montrer que : (Vn € N*); 2(v/n+1—/n) < = <2(y/n—+n-1).

n

. . Sn
b) Mont | = t: 1 — =2
) Montrer que Jm sn tooet: lim NG

2. On considére la suite (u,) définie par : (Vn € N*) ; u,, = s, — 2y/n.
a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
b) Montrer que : (Vn € N*) ; u, > —2. Que peut-on conclure ?

3. On considére la suite (v,,) définie par : (Vn € N*); v, = s, — 2v/n + L.
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 28

Soit a et b deux nombres réels tels que : a > b > 0.
On considére les suites (a,) et (b,) définies par :

CLOZCL;bOIb

a, + b, ¢ b 2a,b,,
CLn — e n =
+1 5 +1 P

1. Montrer que : (Vn € N); a, > b, > 0.

2. Montrer que la suite (a,,) est strictement décroissante et que la suite (b,) est strictement
croissante.

1
3. Montrer que : (Vn € N); a1 — bpyq < §(an —by).

4. En déduire que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

5. En déduire que (a, X b,), est constante et en déduire la limite commune des suites (a,)
et (by).

Exercice 29

Soit a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b.
On considére les suites (uy,,) et (v,) définies par :

Uy =a; vg==~o

Uy + Uy,

(Vn € N) 5 Up1 = /Uy Uy €6 Upyq = 5

1. Montrer que : (Vn € N); 0 < u, < v,.
2. Etudier la monotonie des suites (u,) et (v,).

3. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

10



Exercice 30
On considére la suite (u,,) définie par :

U0:2

1
(VneN); w1 =2+ —

n

—_

. Montrer que : (Vn € N); 2 <, <3.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : a, = us, €t b, = Uy 1.
Exprimer a,., en fonction de a,, puis b,.1 en fonction de b,.

@

a) Montrer que : (Vn € N); 0 < a,, < by,.

b) Etudier la monotonie des suites (a,) et (b,).

1
4. a) Montrer que : (Vn € N); b1 — anr1 < —(by — an).

— 25
b) En déduire que les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes et déterminer leur limite com-
mune.
Exercice 31

On considére les suites (uy,)n>2 €t (Vn)n>2 définies par :

(Vn >2); u, = 2" x sin<27r—n> et v, =2"" x tan<27T—n>

1. Montrer que (u,) est strictement croissante et (v,) strictement décroissante.
2. a) Montrer que : (Yn >2); u, < v,.

b) Montrer que : lim w, — v, = 0.
n—-+4o0o

3. En déduire que les suites (up)n>2 €t (vp)n>2 sont convergentes et calculer leurs limites.

Exercice 32

Soit f la fonction définie sur [0; +-00] par : f(z) =

1+
On considére la suite numérique (u,,) définie par :

ug =1
{(Vn eEN); uprr = fluy)
Pour tout n € N, on pose : x,, = Us,11 €t yp = Usy.
1. Montrer que f est strictement décroissante sur [0; +o00[ et que f([0; +oo[) C [0; +o0].

2. a) Montrer par récurrence que la suite (z,,) est strictement croissante et que la suite (y,,)
est strictement décroissante. (On montrera d’abord que (Vn € N) ; fof(x,) = x4

et Yni1 = fof(yn).)
b) Montrer que : (Vn € N); x, < yy.

3. a) Montrer que : (Vn e N); = <w, <1.

N | —

4 n
b) Montrer que : (Vn € N*) ; |up1 — ty] < (5) .

4. a) Montrer que les suites (z,) et (y,) sont adjacentes et calculer leur limite commune.

b) Montrer que la suite (u,) est convergente puis calculer liril (T
n—-+0o0

11



Exercices de synthéses

Exercice 33

Soit (uy,) la suite numérique définie par :

U0:1
1
(VTLEN); Upt1 = Uy + —

Unp,

1. a) Montrer que : (Vn € N); u, > 1.
b) Etudier la monotonie de la suite (u,,).
2. a) Montrer que : (Vn e N*); 2 <w? —w? | <24 wu, —u,1 (1)
et 2n<ui-1<2n+wu,—1 (2)
b) En déduire que la suite (u,) est divergente.

1 2 1
3. a) Montrer que : (Vn € N*) ; 1——§—n<1——

Up — ud T u2’
V2
b) En déduire que : lim n

n—+00 Uy,

= 1.

Exercice 34
Soit (u,) la suite numérique définie par : (Vn € N) ; w1 = vn+ 1+ u, et uyg = 1.

1. Calculer u; et uy, et montrer que (Vn € N); 0 < u,.
1
2. Montrer que (Vz € [0;+00[) ; o < 5(1 + ).

3. a) Montrer que : (Vn € N); v/n < u,.

1
b) Montrer par récurrence que : (Vn € N); u, <n -+ o

¢) Montrer que (Vn € N*) ; u, < +v/2n.

u
En dédui : lim —= = 1.
n déduire que : lim NG

4. Soit (v,) la suite numérique définie par : (Vn € N) ; v, = u,, — v/n; montrer que (v,) est
convergente.

Exercice 35

n
k
Soit (uy,) la suite numérique définie par : (Vn € N*) ; u,, = sin(—z).
n
k=1

3
T
1. a) Montrer que : (Vxr € RT); z — 5 <sinz < x.

1 [ 1 (& 1 (¢
b) En déduire que : (Vn € N*) ; $<Zk> —%<Zk3> < up < ﬁ<zk>
k=1

k=1

12



¢) Montrer que : (Vn € N*) Z E* < nt

2. Calculer lim w,.
n—-+oo

Exercice 36

Soit € Rtel que : 0 < @ < 1.
On considére les suites (a,) et (S,,) définies par :

(VneN); a,=(1—a)" et (VneN); Sn:Zak

1. Montrer que les suites (a,) et (S,,) sont convergentes puis calculer lim a, et lim S,.
n—-+o0o n—-+o0o

a’n
2. Soit (u,) la suite définie par : ug > 0 et (Vn € N); w1 = up, + —.

Unp,

a) Montrer que : (Vn € N) ; u, > 0 et que (u,) est une suite strictement croissante.
1
b) Montrer que : (Vn € N); u, <wuy+ —.
aUg
¢) En déduire que la suite (u,) est convergente.

Exercice 37

2n—+1

=X T

Montrer que (u,) est convergente en determlnant sa limite.

1. Soit (uy,) la suite définie par : (Vn € N¥)

2. On considére la suite (v,,) définie par : (Vn € N*); v, = sin(%) kli[l COS(%)

ot a € R, tel que a # km avec k € Z.
Montrer que la suite (v,,) est convergente.

k
3. a) SoithR,telquex;«é;oﬁkeZ.

Vérifier que : tanx = cot x — 2 cot(2x).

= 1 0
b) On considére la suite (w,) définie par : (Vn € N) ; w, o tan(Q—p)
p=0
. km
ouHERtelqueH#TaveckeZ.

Calculer lim w,.
n—-4o00

Exercice 38

Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f, définie sur R par : f,(z) =
3
x° +nw — 1.

13



1. Montrer que pour tout n € N*, I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution z, sur R
et que: 0<z, <1.

2. Montrer que la suite (z,),>1 est strictement décroissante, et en déduire qu’elle est con-
vergente.

n—-+00

1
3. Montrer que (¥n € N*); 0 < x,, < —, puis calculer lim z,.
n

Exercice 39
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, définie sur R par :

folz) =22 —2* +2(n+ 1)z — 1

1. a) Montrer que 'équation f,(z) = 0 admet une solution unique «,, sur [0; 1].
b) Déterminer le signe de f,.1(x) — f.(x) selon les valeurs de z.

¢) En déduire que () est décroissante et qu’elle est convergente.

2. a) Montrer que : (Vn € N) ; S <a, <
n

n+1

b) En déduire lim «,.
n—oo

Exercice 40

On considére la fonction polynoéme P, définie sur R par :
Pyz)=a"+2" '+ +2°+2—1 tel que (n € N¥)

1. Montrer que pour tout n € N*, 'équation P,(x) = 0 admet une solution unique «,, sur
Iintervalle [0; 1].

2. a) Montrer que (Vz € ]0;+00[) ; Puri1(z) > Pu(x).

b) En déduire que la suite (ay,),>1 est strictement décroissante.
3. a) Soit z € R\ {1}.

1— xn—&-l
Montrer que : P,(z) = —— — 2.
11—z
b) En déduire que : (Vn € N*) ; 2a,, — ()"t — 1 = 0.
¢) Déterminer ay et vérifier que : Vn € N*\ {1} ; «a, < ag, et en déduire que

()" =0

d) Montrer que la suite (a;,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 41

I) Soit (u,) la suite numérique définie par :

uO:u1:1
Up42 = Upt1 + Up | neN

14



1. Calculer uy et us.
2. Montrer par récurrence que pour tout n de N on a :

a) up >n
b) tp X Unsz + (=1)" = (Up41)?

Uy u
IT) Soit (av,) et (B,) les suites définies par : «,, = 27l ot B, = —=— pour tout n de N*.
Uzn U2n+1

1

1. a) Montrer que : (Vn e N*); 3, —a,, = ———.
U2 * U2n41

1
b) En déduire que : (Vn € N*); a,, < 8, et 0 < 3, — v, < — (utiliser 1)2)b)).
n

1
2. a) Montrer que : (Vn € N*); a1 —a,, = ——— (utiliser I) 2) b)).
Uan * U2n+2

1
Montrer que : (Vn € N*) ; a,, = 5 1.

En déduire la monotonie de chacune des suites (o) et (/5,,).

Montrer que les suites (a,) et (5,) sont adjacentes.

Calculer la limite de chacune des suites () et (5,).

Exercice 42

On considére les suites numeériques (a,,) et (b,) définies par :

&Q:O;alzl ot bozblzl
(Vn e N\ {0;1}) ; a, = na,—1 + a,_2 (Vn e N\ {0;1}); b, = nb,—1 + by_o

1. a) Montrer que : (Vn € N*); a,_1b, — a,b,—1 = (—1)™.
b) Montrer que la suite (b,) est croissante et que b, > (n + 1)b,_o pour tout n de N,

tel que n > 3.
A9y Ao
2. Pour tout n de N*, on pose : u,, = 2l o Uy = —2n
2n—1 ban,
) Mont (VneN*); 0< < 2
a) Montrer que : (Vn ; Up — Up < ———.
a (n+1)!

b) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 43

Soit (u,) une suite numérique et ¢ un nombre réel.
On pose x,, = ug, et Y, = ug,+1 pour tout n de N.

1. Montrer que :

(lim un:€)<:><lim T, =/{ et lim ynzﬁ)

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o
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2. Soit (v,) une suite numérique décroissante ayant pour limite 0.

n
a) On suppose que : u, = Z(—l)kvk pour tout n de N.

k=0
Montrer que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes. Que peut-on en déduire 7

b) Montrer que la suite numérique (a,) définie par :

— (—1)
"=
k=0

est convergente.

Exercice 44
2

—— pour tout n de N ; on
n

Soit (u,) la suite numérique définie par : uy = a et u,4q = 192
—2u

a est un nombre réel de 'intervalle }O, ﬂ

1
1. a) Montrer que : (VneN); 0 <u, < ) et que la suite (u,) est décroissante.

b) Montrer que (u,) est convergente et que : lim u, = 0.
n—oo

n

2. On considére la suite (.5,,) définie par : (Vn € N) ; s, = Z(—l)kuk
k=0
et on pose pour tout n de N : v, = Sy, et w,, = So,41.

a) Montrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.
Soit ¢ la limite commune de (v,) et (wy).

2
b) Montrer que : (VnGN);unHS?un.
~+o0 2 k
En dédui c(VneN); [s, —v,| < -] .
¢) En déduire que : (Vn )5 |sn — vnl az (7)

k=n+1

d) En déduire que : lim s, =¢ (Remarquer que : |s, — | < |s, — v,| + v, — £])

n—+00

Exercice 45

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Up eR
(Vn € N) 5 Upyy = u, — u?
I)
1. Déterminer la nature de la suite (u,) dans chacun des cas : ug =0 et ug = 1.

2. a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

b) Montrer que si la suite (u,) est convergente alors lim w, = 0.
n——+00
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¢) Montrer que si up < 0 ou ug > 1 alors lim wu, = —o0.
n—-+o0o

IT) On suppose que : ug € |0; 1].

1. a) Montrer que : (VneN); 0 <u, < 1.

b) En déduire que la suite (u,) est convergente.

n 2
2. Soit (s,) la suite définie par : (Vn € N); s, = Z Y
k=0

1—|—uk'

n

n
a) Veérifier que : E ui = Uy — Upt1, en déduire que :  lim E ui = Uo.
k=0 o

2
b) Montrer que : (Vk € N); 0 < 1}:’“@ < ul.

¢) Montrer que la suite (s,) est convergente.
1

—— > 1.
Up+1 Up,

3. a) Montrer que : (Vn € N) ;

1
b) Mont (W N 0<u, < ——.
) Montrer que : (Vn € N) ; Un < g

Exercice 46
Soit k£ un élément de N*.

1
On considére la suite (u,) définie par : ug = k et u,.; = k + — pour tout n € N.
n

1. a) Calculer u; et uy en fonction de k.

b) Montrer que : (Vn € N); k <w, <k+ 1.
2. Soit (z,) et (y,) les suites définies par : (Vn € N) ; x, = ua, et y, = Ugpy1.

a) Calculer x,, .1 en fonction de z,, puis calculer y, 1 en fonction de y,.

1
b) Montrer que : (Vn € N); z, <y, et y, =k + —.

)
) M
¢) Etudier la monotonie de chacune des suites (z,,) et (yy,).
. . Yn — T
d) Montrer que : (Vn € N) y Yn+1 — Tpta S m
e) En déduire que les suites (x,,) et (y,,) sont adjacentes, et calculer leur limite commune.

Exercice 47

On considére la suite () telle que :

1
(vn € N) ; Oppq = Z (an + Q41 + Ont2 + an+3)

Soit (ay) et (by,) les suites définies par : (Vn € N) ; a,, = min(au; ani1; Qnpo; Ongs)
et (Yn € N); b, = max(ay; api1; nyo; Onis).

1. Montrer que : (Vn € N) ; a,, < @14, en déduire que la suite (a,) est croissante.
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2. Montrer que : (Vn € N) ; b, > a,.4, en déduire que la suite (b,,) est décroissante.

3. a) Montrer que : (Vn € N); ag < a, < o, < b, < by.

b) Montrer que les suites (a,) et (b,) sont convergentes.
On pose : lim a, =aet lim b, =0.

n—-+00 n—-+oo
1 3
4. a) Montrer que : (Vn € N); a4 < 70 + an.
s 3 1
b) En déduire que : (Vn € N) ; ay,44 < an + 1%
¢) En utilisant la derniére inégalité (pour les termes) .5, ani6, Oy mMontrer que :
b<a.
5. Montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.
6. Montrer que (o), est une suite convergente et calculer sa limite.
Exercice 48

Soit (uy,) et (v,) les suites définies par :

Uy, + Uy,
Up1 = 9

Un+1 = 4/Un+1 " Unp

1. Montrer que : (Yn € N); u, >0etv, >0 (1)
et (VneN); u, <wv, (2)

0<ug<wvy et (YneN);

2. Montrer que la suite (u,) est croissante et (v,) est décroissante.

1
3. a) Montrer que : (Vn € N); 0 < v, —u, < 2—n(vo — up).

b) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

T
4. On suppose que : ug = vgcosa ou 0 < a < 5

a) Montrer que : (Vn € N) ; u, = v, cos(%).
b) En déduire que :
sin o

0%
sin:)
Sin on

¢) Déterminer lim v, en fonction de v, et a.
n—-+o0o

En déduire que : (Va S }O, g D s sina < o < tana.

Up = Vg X

d) Déterminer lim wu, dans le cas ot vy = 2 et ug = 1.
n—-+o0o
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